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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ïîëíà â êëàññàõ AvgBPP è

HeurBPP ñ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè îòíîñèòåëüíî äåòåðìèíèðî-
âàííûõ ñâåäåíèé ïî Òüþðèíãó. Êëàññ AvgBPP ñîñòîèò èç ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîëèíîìèàëüíûìè â ñðåäíåì ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè
ñ äâóñòîðîííåé îøèáêîé. Êëàññ HeurBPP ñîñòîèò èç çàäà÷, ðåøàåìûõ âåðîÿòíîñòíûìè
ìàøèíàìè Òüþðèíãà ñ äâóñòîðîííåé îøèáêîé çà âðåìÿ poly(n

δ ) íà âñåõ âõîäàõ äëèíû n
çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòè δ. Ïîñêîëüêó ñâåäåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûå, ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî â ñðåäíåì (ýâðèñòè÷åñêîãî) äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà
äëÿ ïîñòðîåííîé çàäà÷è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî AvgP = AvgBPP (HeurP = HeurBPP).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ ëåãêî ïîñòðîèòü ïîëíóþ promise-çàäà÷ó â êëàññå
promise-BPP [Mil01], íåèçâåñòíî, ñîäåðæèò ëè êëàññ BPP ïîëíûå ÿçûêè.

Òàêæå â ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ âûøåïåðå÷èñëåííûå êëàññû ñ èõ êëàññè÷åñêèìè àíàëî-
ãàìè è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå.

1 Ââåäåíèå
Ñóùåñòâîâàíèå ïîëíûõ çàäà÷ è òåîðåìû îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè (è ïàìÿòè) ÿâëÿþòñÿ îñíîâ-
íûìè ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè êëàññîâ ñëîæíîñòè. Êëàññû ñëîæíîñòè îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
ïðè ïîìîùè ìîäåëåé âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, êëàññ P îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ïî âðå-
ìåíè äåòåðìèíèðîâàííûìè ìàøèíàìè Òüþðèíãà, NP � íåäåòåðìèíèðîâàííûìè, à BPP �
âåðîÿòíîñòíûìè ìàøèíàìè ñ îãðàíè÷åííîé äâóñòîðîííåé îøèáêîé. Òåîðåìà îá èåðàðõèè ïî
âðåìåíè óòâåðæäàåò, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèé ìîæåò ðåøèòü áîëüøå çàäà÷ çà áîëüøåå
âðåìÿ. Ïîëíàÿ çàäà÷à � ýòî �ñàìàÿ ñëîæíàÿ� çàäà÷à â êëàññå, âñå îñòàëüíûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ
ê íåé.

È äîêàçàòåëüñòâî èåðàðõèé, è ïîñòðîåíèå ïîëíûõ çàäà÷ îáû÷íî òðåáóåò ýôôåêòèâíîãî
ïåðå÷èñëåíèÿ êîððåêòíûõ ìàøèí â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Íåèçâåñòíî, åñòü
ëè èåðàðõèÿ ïî âðåìåíè â êëàññå BPP, è åñòü ëè â íåì ïîëíûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ñâåäåíèé. Îñíîâíîå ïðåïÿòñòâèå � ýòî îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíîãî ïåðå÷èñëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìàøèí Òüþðèíãà ñ îãðàíè÷åííîé äâóñòîðîííåé îøèáêîé. Áàðàê ïîêàçàë
â [Bar02], ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîé çàäà÷è â êëàññå BPP âëå÷åò òåîðåìó î èåðàðõèè ïî âðå-
ìåíè äëÿ êëàññà BPP. Îäíàêî ñóùåñòâóåò òàêîé îðàêóë A, ÷òî â BPPA íåò ïîëíûõ çàäà÷
[HH86]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè P = BPP, òî BPP ñîäåðæèò ïîëíóþ çàäà÷ó, òàê êàê â P åñòü
ïîëíûå çàäà÷è. Ëó÷øèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò â îáëàñòè èåðàðõèé ïî âðåìåíè ñóïåðïîëèíî-
ìèàëüíûé: BPTime[nlog n] ( BPTime[2nε

] [KV87], îäíàêî, ìû íå ìîæåì äàæå ïîêàçàòü, ÷òî
∗Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ. E-mail: dmitrits@
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BPTime[n] ( BPTime[n100 log n]. Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû î âåðîÿòíîñòíûõ êëàññàõ ñëîæíîñòè
âêëþ÷àþò èåðàðõèè äëÿ êëàññîâ ñ 1 áèòîì ïîäñêàçêè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò äëèíû âõîäà:
BPP/1,ZPP/1,MA/1.

Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ìîãóò äàâàòü íåâåðíûé îòâåò íà ìàëåíüêîé äîëå âõîäîâ; ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå íà âõîäàõ. Èåðàðõèÿ ïî âðåìåíè äëÿ êëàñ-
ñà Heur 1

nc
BPP (ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòàõ [FS04, Per07]. Ïîë-

íàÿ êðèïòîñèñòåìà áûëà ïîñòðîåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîõîæèõ èäåé â [HKN+05] (ñì. òàêæå
[GHP06]). Òàêàÿ êðèïòîñèñòåìà âîçìîæíà, êîãäà äåêîäèðóþùèé àëãîðèòì ìîæåò îøèáàòüñÿ ñ
íåêîòîðîé ìàëåíüêîé âåðîÿòíîñòüþ.

Êëàññ HeurBPP [BT06, Imp95] ñîñòîèò èç ÿçûêîâ, ðåøàåìûõ íà âåðîÿòíîñòíûõ ìàøèíàõ
Òüþðèíãà îãðàíè÷åííûìè ïî âðåìåíè poly(n

δ ) íà âõîäàõ äëèíû n (êðîìå ìíîæåñòâà âåðîÿò-
íîñòè δ, êîãäà δ äàíî àëãîðèòìó íà âõîä). Äîëÿ íåïðàâèëüíûõ îòâåòîâ ìîæåò áûòü ïîíèæåíà
óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ðàáîòû. Ðàññìîòðåíèå êëàññà HeurBPP áûëî ìîòèâèðîâàíî êëàññîì
AvgBPP [BT06, Imp95], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ çàäà÷, ðåøàåìûõ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. Îñíîâíîå îò-
ëè÷èå ìåæäó HeurBPP è AvgBPP â òîì, ÷òî HeurBPP-àëãîðèòìû ìîãóò äàâàòü íåâåðíûå
îòâåòû, à AvgBPP-àëãîðèòìû îáÿçàíû ÿâíî îòâå÷àòü �íå çíàþ�. Â ýòîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷è-
âàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûõ (PSamplable) ðàñïðåäåëåíèé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïîëíîé ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è ñ
ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè â êëàññàõ AvgBPP è HeurBPP. Èç íà-
øåé êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýòà çàäà÷à ñîäåðæèòñÿ â AvgP (è äàæå Avg 1

nc
P), òî

AvgP = AvgBPP (è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðî HeurBPP).
Òî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ âàæíî äëÿ íà-

øåé êîíñòðóêöèè, è äîêàçàòåëüñòâî íå ðàáîòàåò äëÿ áîëåå ïðîñòûõ ðàñïðåäåëåíèé (íàïðèìåð,
ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ è ïðîñòî ðàâíîìåðíûõ). Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñ ðàâíîìåðíûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè ñëåäóþùàÿ: ñâåäåíèå òðåáóåò îáû÷íî óäëèíåíèÿ ðàçìåðà âõîäà, ÷òî ýêñïîíåí-
öèàëüíî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü è íàðóøàåò óñëîâèå äîìèíèðîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, ìû ñðàâíèâàåì êëàññû AvgP,AvgBPP,HeurP,HeurBPP ñ êëàññàìè ñëîæ-
íîñòè â íàèõóäøåì ñëó÷àå è ïîêàçûâàåì:

• P ( AvgP ⊆ HeurP ( EXP;

• BPP ( AvgBPP ⊆ HeurBPP ( BPEXP.

Îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû. Â ðàçäåëå 2 ñòðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ. Â ðàçäåëå 3
ìû ñðàâíèâàåì êëàññû ñëîæíîñòè â ñðåäíåì è íàèõóäøåì ñëó÷àå, â ðàçäåëå 4 ìû ñòðîèì
ïîëíûå çàäà÷è â êëàññàõ AvgBPP è HeurBPP.

2 Ïðåäâàâðèòåëüíûå ñâ�åäåíèÿ
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì àëôàâèòà èç äâóõ ñèìâîëîâ è áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
ñëîâ â íåì ÷åðåç {0, 1}∗. ßçûêîì ìû íàçûâàåì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ñëîâ èç {0, 1}∗. Ìû áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ÿçûê è õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ÿçûêà: x ∈ L ⇐⇒ L(x) = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ñëîæíîñòè P ñîñòîèò èç ÿçûêîâ L, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , ÷òî ∀xL(x) = M(x).
Êëàññ ñëîæíîñòè BPP ñîñòîèò èç ÿçûêîâ L, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , ÷òî ∀xPr{M(x) = L(x)} ≥ 3

4 . Àíàëîãè÷íî
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çàìåíîé îãðàíè÷åíèé ïî âðåìåíè ñ ïîëèíîìèàëüíîãî íà ýêñïîíåíöèàëüíûé (2nO(1)) ïîëó÷àþòñÿ
îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ EXP è BPEXP.

Â òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå âìåñòå ñ ÿçûêîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäå-
ëåíèå íà åãî âõîäàõ.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Àíñàìáëåì ðàñïðåäåëåíèé íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî D = {Dn}∞n=1, ãäå
Dn : {0, 1}n → R+ � ðàñïðåäåëåíèå âõîäîâ äëèíû n (ò.å.,

∑
a∈{0,1}n Dn(a) = 1).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷åé íàçûâàåòñÿ ïàðà (L,D), ãäå L ⊂ {0, 1}∗ � ÿçûê,
à D � àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé:
Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðàñïðåäåëåíèå D íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûì (PSamplable),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì (ñàìïëåð) S, ÷òî íà âõîäå 1n åãî âûõîäû
ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî Dn. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü PSamp ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíî
ìîäåëèðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü U . Î÷åâèäíî, ÷òî U ∈ PSamp.

2.1 Êëàññû ïîëèíîìèàëüíûõ â ñðåäíåì àëãîðèòìîâ
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ⊥, êîòîðûé àëãîðèòì ìîæåò âûäàòü â êà÷å-
ñòâå îòâåòà �íå çíàþ�.
Îïðåäåëåíèå 2.4 ([BT06, îïðåäåëåíèå 2.8]). AvgP � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷
(L,D), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè (x, δ), òàêîé ÷òî

• âðåìÿ ðàáîòû A îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî |x|
δ ;

• äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ D(x) > 0, âûïîëíÿåòñÿ A(x, δ) ∈ {L(x),⊥};
• äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{A(x) =⊥} < δ.

Îïðåäåëåíèå 2.5 ([BT06, îïðåäåëåíèå 2.13]). Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñîäåðæèòñÿ
â êëàññå AvgBPP, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì A ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè (x, δ), ÷òî

• âðåìÿ ðàáîòû A îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî |x|
δ ;

• äëÿ âñåõ x äëÿ êîòîðûõ D(x) > 0 âûïîëíÿåòñÿ Pr{A(x, δ) /∈ {L(x),⊥}} < 1
4 ;

• äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{Pr{A(x, δ) =⊥} ≥ 1
4} < δ.

Â îïðåäåëåíèÿõ 2.4 è 2.5 ìîæíî áûëî äîëþ âõîäîâ, íà êîòîðîé àëãîðèòì ìîæåò âûäà-
âàòü îòâåò ⊥, çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ðàáîòû. Ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññ áåç âîçìîæíîñòè
ïîíèæàòü äîëþ âõîäîâ, íà êîòîðîé çàäà÷à íå ðåøàåòñÿ:
Îïðåäåëåíèå 2.6 ([BT06, îïðåäåëåíèå 2.9]). Äëÿ ôóíêöèè δ(n) îïðåäåëèì êëàññ
Avgδ(n)P. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå Avgδ(n)P, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
àëãîðèòì A, ÷òî

• âðåìÿ ðàáîòû A îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì;

• äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ D(x) > 0, âûïîëíÿåòñÿ A(x) ∈ {L(x),⊥};
• äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{A(x) =⊥} < δ(n).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è êëàññ Avgδ(n)BPP.
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2.2 Êëàññû ýâðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ â ñðåäíåì àëãîðèòìîâ
Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ìîãóò äàâàòü íåâåðíûé îòâåò (âìåñòî ÿâíîãî îòâåòà ⊥) íà ìàëåíü-
êîé äîëå âõîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.7 ([BT06, îïðåäåëåíèå 2.10]). Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ëåæèò â êëàñ-
ñå HeurP, åñëè ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì A(x, δ),

• ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî |x|
δ ;

• òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{A(x, δ) 6= L(x)} < δ.

Îïðåäåëåíèå 2.8 ([BT06, îïðåäåëåíèå 2.15]). Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ëåæèò â êëàñ-
ñå HeurBPP, åñëè ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, δ),

• ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî |x|
δ ;

• òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{Pr{A(x, δ) 6= L(x)} ≥ 1
4} < δ.

Îïðåäåëåíèå 2.9 ([BT06, îïðåäåëåíèå 2.11]). Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ëåæèò â
êëàññå Heurδ(n)P, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé äåòåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè
àëãîðèòì A(x), ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{A(x, δ) 6= L(x)} < δ(n).

Çàìå÷àíèå 2.1. Çàìåòèì, ÷òî Heur 1
nc

P ⊆ HeurP (è Avg 1
nc

P ⊆ AvgP).

2.3 Ñâåä�åíèÿ
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ çàäà÷ íàì ïîíàäîáÿòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå ñâåäåíèÿ äëÿ ðàñïðåäå-
ëåííûõ çàäà÷. Ñâåäåíèÿ â ñëó÷àå ýâðèñòè÷åñêèõ è íåýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ áóäóò íåìíîãî
îòëè÷àòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.10 (ñð. [BDCGL92]). Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
(L′, D′), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì ñ îðàêóëîì TL′(x, δ), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. (Ýôôåêòèâíîñòü) Âðåìÿ ðàáîòû TL′(x, δ) ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî |x|
δ .

2. (Êîððåêòíîñòü) Äëÿ âñåõ òàõèõ x, ÷òî D(x) > 0, TL′(x, δ) ∈ {L(x),⊥}. Äëÿ âñåõ n âû-
ïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{TL′(x, δ) =⊥} < δ.

3. (Äîìèíèðîâàíèå) Ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p(n), ÷òî äëÿ âñåõ n è δ∑
x∈Dn

AskT,δ(x, y)Dn(x) ≤ p(n
δ )D′(y), ãäå AskT,δ(x, y) = 1 åñëè x /∈ En è TL′(x, δ)

çàïðàøèâàåò îðàêóë y, AskT,δ(x, y) = 0 èíà÷å, ãäå En ⊆ {0, 1}n � íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî ìàëåíüêîãî ðàçìåðà: Dn(En) ≤ δ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L, D) ýâðèñòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê (L′, D′), åñëè
óñëîâèå êîððåêòíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Prx←Dn{TL′(x, δ) 6= L(x)} < δ.

Ñëåäóþùèå ëåììû ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêèå îïðåäåëåíèÿ ñâåäåíèé äåéñòâèòåëüíî èìåþò ïðà-
âî íà ñóùåñòâîâàíèå:

Ëåììà 2.1. (1) Åñëè (L,D) ñâîäèòñÿ ê (L′, D′) è (L′, D′) ∈ AvgP, òî (L,D) ∈ AvgP.
(2) Åñëè (L,D) ýâðèñòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê (L′, D′) è (L′, D′) ∈ HeurP, òî (L,D) ∈ HeurP
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü (L′, D′) ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì A′(x, δ) â AvgP è TL′(x, δ) � ñâåäå-
íèå çàäà÷è (L,D) ê (L′, D′). Ïóñòü âðåìÿ ðàáîòû A′(x, δ) îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì q( |x|δ ), à êîëè-
÷åñòâî äëèí çàïðîñîâ TL′(x, δ) ê îðàêóëó îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì f( |x|δ ), ïóñòü äëèíû çàïðîñîâ
äëÿ âõîäîâ äëèíû n: k1, k2, . . . , kf(n

δ
) . Ìû îïðåäåëÿåì àëãîðèòì A(x, δ), êîòîðûé çàïóñêàåò

TL′(x, δ
3) è ìîäåëèðóåò A′(y, ε(x, y)) âìåñòî çàïðîñîâ y ê îðàêóëó, ãäå ε(n) = δ

3p(n
δ
)f(n

δ
) . Åñëè

îðàêóë îòâå÷àåò ⊥, òî è A(x, δ) îòâå÷àåò ⊥. Âåðîÿòíîñòü îòâåòà ⊥ ïîëó÷èâøåãîñÿ àëãîðèòìà
ìîæíî îöåíèòü òàê:

Pr
x←Dn

{A(x, δ) =⊥} ≤

Pr
x←Dn

{TL′(x,
δ

3
) =⊥}+ Dn(En) +

∑

x∈{0,1}n

∑

y∈{0,1}∗
A′(y,ε(n))=⊥

AskT,δ(x, y)Dn(x) ≤

δ

3
+

δ

3
+

∑

x∈{0,1}n

f(n
δ
)∑

i=1

∑

y∈{0,1}ki

A′(y,ε(n))=⊥

AskT,δ(x, y)Dn(x)
(Äîìèíèðîâàíèå)

≤

δ

2
+

f(n
δ
)∑

i=1

∑

y∈{0,1}ki

A′(y,ε(n))=⊥

p(
n

δ
)D′(y) =

2δ

3
+

f(n
δ
)∑

i=1

p(
n

δ
) Pr

y←D′ki

{A′(y, ε(n)) =⊥} <

2δ

3
+

f(n
δ
)∑

i=1

p(
n

δ
)ε(n) =

2δ

3
+ f(

n

δ
)

δ

3f(n
δ )

= δ.

(2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó (1).

Ñëåäñòâèå 2.1 (èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1). Ïóñòü (L,D) (ýâðèñòè÷åñêè) ñâîäèòñÿ ê
(L′, D′) ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ TL′(x, δ), êîëè÷åñòâî äëèí çàïðîñîâ TL′(x, δ) ê îðàêóëó îãðàíè÷å-
íî ïîëèíîìîì f( |x|δ ), p( |x|δ ) � ýòî ïîëèíîì èç óñëîâèÿ äîìèíèðîâàíèÿ. Âñå çàïðîñû y ê îðàêóëó
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó: |y| ≥ d( 1

ε(|x|))
1
c e, ãäå ε(n) = δ

3p(n
δ
)f(n

δ
) . (1) Åñëè (L′, D′) ∈ Avg 1

nc
P,

òî (L,D) ∈ AvgP. (2) Åñëè (L′, D′) ∈ Heur 1
nc

P, òî (L,D) ∈ HeurP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 òåì, ÷òî çàäà÷à
(L′, D′) ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì A′(y). Äëÿ âñåõ çàïðîñîâ y, êîòîðûå äåëàåò TL′(x, δ), âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî Pry∈D′|y|

{A′(y) =⊥} < 1
|y|c ≤ ε(|x|).

2.4 Ïîíèæåíèå êîíñòàíò â AvgBPP

Ïîêàæåì, ÷òî êîíñòàíòà 1
4 â îïðåäåëåíèè 2.5 ìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî ïîíèæåíà.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 (îöåíêà ×åðíîâà-Õîåôäèíãà). Äëÿ íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , XN , òàêèõ ÷òî Xi ∈ [0, 1] è E[Xi] = µ, âûïîëíÿåòñÿ
Pr{|

PN
i=1 Xi

N − µ| ≥ ε} ≤ 2e−2ε2n.

Ëåììà 2.2 ([BT06]). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L, D) ñîäåðæàëàñü â êëàññå
AvgBPP íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé àëãîðèòì B ñ äâóìÿ ïàðàìåò-
ðàìè (x, δ), ÷òî
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• âðåìÿ ðàáîòû B îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî |x|
δ ;

• äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ D(x) > 0, âûïîëíÿåòñÿ Pr{B(x) /∈ {L(x),⊥}} ≤ 2−Ω(n);

• äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ Prx←Dn{Pr{B(x, δ) =⊥} < 2−Ω(n)} ≥ 1− δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü (L,D) ñîäåðæèòñÿ â AvgBPP è ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì A(x, δ) ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 2.5. Îïèøåì àëãîðèòì B ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîâòîðèì àëãîðèòì A(x, δ) n = |x| ðàç,
åñëè õîòÿ áû n

3 îòâåòîâ ðàâíÿþòñÿ ⊥, òî âûäàòü ⊥. Åñëè ìåíåå n
3 îòâåòîâ ðàâíÿþòñÿ ⊥, òî

âûäàòü íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåìûé îòâåò. Ðàçîáüåì âñå ñòðîêè äëèíû n íà òðè ìíîæåñòâà:
X1 = {x ∈ {0, 1}n|Pr{A(x, δ) =⊥} < 1

4}, X2 = {x ∈ {0, 1}n|14 ≤ Pr{A(x, δ) =⊥} ≤ 1
3 + 1

10} è
X3 = {x ∈ {0, 1}n|Pr{A(x, δ) =⊥} > 1

3 + 1
10}.

Èç îöåíêè ×åðíîâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ X1, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2−Ω(n) ìåíåå 1
3 îòâå-

òîâ áóäóò ñîâïàäàòü ñ ⊥. Â ýòîì ñëó÷àå Pr{B(x, δ) = L(x)} ≥ 1 − 2−Ω(n). Åñëè x ∈ X3, òî
Pr{B(x, δ) =⊥} ≥ 1−2−Ω(n). Åñëè x ∈ X2, òî Pr{B(x, δ) = 1−L(x)} ≤ 1−2−Ω(n). Èç îïðåäåëå-
íèÿ 2.5 ñëåäóåò, ÷òî D(X2∪X3) < δ, à ïðè x ∈ X1 âûïîëíÿåòñÿ Pr{B(x, δ) = L(x)} ≥ 1−2−Ω(n).
Çíà÷èò, Prx←Dn{Pr{B(x, δ) =⊥} < 2−Ω(n)} ≥ 1− δ.

3 Ñëîæíîñòü â ñðåäíåì è â íàèõóäøåì ñëó÷àå
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî AvgP ⊆ HeurP. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì
äëÿ AvgP ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàìåíèòü îòâåòû⊥ íà 0. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãèì �
îòêðûòûé âîïðîñ [Imp95].

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.2 ïîëó÷àåì AvgBPP ⊆ HeurBPP.

Çàìå÷àíèå 3.1. Åñëè ìû ê êëàññè÷åñêîìó êëàññó ñëîæíîñòè äîáàâëÿåì ðàñïðåäåëåíèå íà
âõîäàõ, òî èìååòñÿ â âèäó, ÷òî çàäà÷à äîëæíà ðåøàòüñÿ â ðàìêàõ êëàññà íà âñåõ âõîäàõ,
âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà.

Òåîðåìà 3.1. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. (P, U) ( (AvgP, U) ⊆ (HeurP, U);

2. (HeurP,PSamp) ⊆ (EXP,PSamp);

3. Ñóùåñòâóåò òàêîé ÿçûê LEXP ∈ EXP, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D ∈ PSamp
çàäà÷à (L,D) íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå (HeurP,PSamp).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïåðå÷èñëèì âñå äåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà, ðàáîòàþùèå âðå-
ìÿ O(2n): Mi (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëÿòü ïàðû (M, c), ãäå M � ìàøèíà Òüþðèíãà, êî-
òîðóþ îñòàíàâëèâàþò ÷åðåç c2n øàãîâ, c ∈ N). Ðàññìîòðèì ÿçûê LP = {0i|Mi(0i) = 0}. Ïóñòü
ÿçûê LP ðàñïîçíàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïî âðåìåíè ìàøèíîé Òüþðèíãà, îíà èìååò íîìåð â
ñïèñêå Mk. Ïóñòü 0k ∈ LP , òîãäà Mk(0k) = 1, òàê êàê Mk ðàñïîçíàåò LP , ñ äðóãîé ñòîðîíû
ïî îïðåäåëåíèþ LP äîëæíî áûòü Mk(0k) = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü 0k /∈ LP , òîãäà ïîñêîëüêó
Mk ðàñïîçíàåò ÿçûê Lp èìååì Mk(0k) = 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0k ∈ LP , ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
(LP , U) /∈ (P, U).

Ïîêàæåì, ÷òî (Lp, U) ∈ AvgP. Àëãîðèòì A(x, δ) ïðè x 6= 0n âûäàåò 0. Ïðè x = 0n è δ > 1
2n

âûäàåò ⊥, ïðè δ ≤ 1
2n , ìîäåëèðóåò ìàøèíó Mn íà âõîäå 0n è îáðàùàåò åå ðåçóëüòàò. Âðåìÿ
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ðàáîòû àëãîðèòìà A(x, δ) îãðàíè÷åíî ÷èñëîì O( x
δ2 ) (ïðè δ ≤ 2−n, àëãîðèòì A(x, δ) ìîæåò

ðàáîòàòü 22n øàãîâ).
2. Ïóñòü çàäà÷à (L,D) ∈ (HeurP,PSamp) ðàñïîçíàåòñÿ àëãîðèòìîì A(x, δ), ðàñïðåäåëå-

íèå D ãåíåðèðóåòñÿ ñàìïëåðîì S, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì q(n). Çàìå-
òèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü âõîäà äëèíû n ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ D
íå ìåíüøå, ÷åì 2−q(n). Òîãäà àëãîðèòì A(x, 1

2q(|x|)+1 ) ðàáîòàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå îò |x| âðåìÿ è
áåçîøèáî÷íî ðàñïîçíàåò L íà âõîäàõ, âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ ñîãëàñíî D ïîëîæèòåëüíà.

3. Cíîâà ðàññìîòðèì ïåðå÷èñëåíèå âñåõ êîððåêòíûõ ìàøèí, ðàáîòàþùèõ âðåìÿ O(2n): Mi.
È ÿçûê LEXP = {x|M|x|(x) = 0}. Ýòîò ÿçûê ðàñïîçíàåòñÿ â EXP ïðîñòûì ìîäåëèðîâàíèåì.
Ïóñòü ýòîò ÿçûê ñ êàêèì-òî ðàñïðåäåëåíèåì D ðàñïîçíàåòñÿ â HeurP ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
A(x, δ). Ïîäñòàâèì â ýòîò àëãîðèòì δ = 1

10 . Ïóñòü ó ïîëó÷èâøåãîñÿ àëãîðèòìà íîìåð â íàøåì
ïåðå÷èñëåíèè k. Òîãäà íà âõîäàõ äëèíû k A(x, 1

10) íå äàåò íè îäíîãî ïðàâèëüíîãî îòâåòà, à
äîëæåí äàâàòü ïðàâèëüíûå îòâåòû íà ìíîæåñòâå âõîäîâ âåðîÿòíîñòè õîòÿ áû 0.9. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

Òåïåðü äîêàæåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ êëàññîâ:

Òåîðåìà 3.2. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

1. (BPP, U) ( (AvgBPP, U) ⊆ (HeurBPP, U);

2. (HeurBPP,PSamp) ⊆ (BPEXP,PSamp);

3. Ñóùåñòâóåò ÿçûê L ∈ BPPEXP, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D ∈ PSamp çàäà÷à
(L,D) íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå (HeurBPP,PSamp).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ×òîáû äîêàçàòü (BPP, U) ( (AvgBPP, U), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò óíàðíûé ÿçûê (óíàðíûé ÿçûê � ýòî ïîäìíîæåñòâî {0}*), êîòîðûé ðàçëè÷àåò
êëàññû BPP è BPTime[2n]. Ïðèñòàâêà u- ê êëàññó îçíà÷àåò, ÷òî â êëàññå îñòàâèëè òîëü-
êî óíàðíûå ÿçûêè. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò íàïîìèíàòü äîêàçàòåëüñòâî BPP 6= BPTime[2n] 1

èç [KV87]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u-BPP = u-BPTime[2n], òîãäà u-BPP = u-BPTime[nlog n] =
u-BPTime[2n].
Ëåììà 3.1 (ñð. [KV87, ëåììà 3] ). Ïóñòü ôóíêöèè f(n), g(n), h(n) � êîíñòðóêòèâ-
íûå ïî âðåìåíè 2, f(n), g(n) ≥ log n, h(n) ≥ n � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
u-BPTime[f(n)] ⊆ u-BPTime[g(n)] âëå÷åò u-BPTime[f(h(n))] ⊆ u-BPTime[g(h(n))]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÿçûê A ðàñïîçíàåòñÿ çà âðåìÿ f(h(n)) àëãîðèòìîì M , ïðèïèøåì ê
êàæäîìó âõîäó ïàääèíã äëèíû h(n) − n: Apad = {x0h(|x|)−|x||x ∈ A}. ßçûê Apad ìîæíî ðàñïî-
çíàòü çà âðåìÿ O(f(n)) òàê: ïî âõîäó y äâîè÷íûì ïîèñêîì íàéòè òàêîé x, ÷òî y = x0h(|x|)−|x|

(çà âðåìÿ O(log |y|)). Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíèòü ê x àëãîðèòì M , âðåìÿ åãî ðàáîòû O(f(|y|)).
Çíà÷èò, ÿçûê Apad ìîæíî ðàñïîçíàòü çà âðåìÿ O(g(|y|)), à çíà÷èò ÿçûê A ìîæíî ðàñïîçíàòü
çà âðåìÿ O(g(h(n))).

Èòàê, äîïóñòèì, ÷òî u-BPTime[nlog n] = u-BPTime[2n], íàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó
âêëþ÷åíèé:

1Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ DTime[f(n)] äëÿ êëàññà ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ çà âðåìÿ O(f(n)) íà äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìàøèíàõ Òüþðèíãà, à BPTime[f(n)] íà âåðîÿòíîñòíûõ ìàøèíàõ Òüþðèíãà ñ äâóñòîðîííåé
îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.

2f(n) êîíñòðóêòèâíà ïî âðåìåíè, åñëè çíà÷åíèå f(n) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà O(f(n)).
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u-DTime[2n2 log n
] ⊆ u-BPTime[2n2 log n

]
ëåììà 3.1⊆

u-BPTime[(n2 log n)log(n2 log n)] ⊆ u-BPTime[2n] ⊆
u-BPTime[nlog n] ⊆ u-DTime[2nlog n

]

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî u-DTime[2nlog n
] (

u-DTime[2n2 log n
]. Ïåðå÷èñëèì âñå äåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà, ðàáîòàþùèå âðåìÿ

O(2nlog n
): ïóñòü i-àÿ ìàøèíà â ýòîì ïåðå÷èñëåíèè � ýòî Mi. Òîãäà ÿçûê LBPP = {0i|Mi(0i) = 0}

ðàçäåëÿåò u-DTime[2n2 log n
] è uDTime[2nlog n

]. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ëèáî
LBPP , ëèáî åãî âåðñèÿ ñ ïàääèíãîì ðàçäåëÿåò u-BPTime[nlog n] è u-BPTime[2n].

2. Âêëþ÷åíèå (HeurBPP,PSamp) ⊆ (BPEXP,PSamp) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî äåòåð-
ìèíèðîâàííîìó ñëó÷àþ (ñì. ïóíêò 2 òåîðåìû 3.1).

3. Ïóñòü L′ � óíàðíûé ÿçûê, êîòîðûé ðàçäåëÿåò u-BPTime[nlog n] è u-BPTime[2n]. Îïðå-
äåëèì ÿçûê L = {x|0|x| ∈ L′}. Ïîñêîëüêó L ∈ BPTime[2n], òî è L′ ∈ BPTime[2n]. Ïóñòü
(L,D) ∈ HeurBPP äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D. Ïóñòü
(L,D) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A(x, δ) è ðàñïðåäåëåíèå D ìîäåëèðóåòñÿ ñàìïëåðîì
S. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ïîêàæåì, ÷òî L′ ∈ BPP. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì òàêîé
àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé L′. Åñëè x 6= 0n, òî îòâåðãíóòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàïóñòèòü S(1n)
(ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì çà y), ê ðåçóëüòàòó ïðèìåíèòü A(y, 1

10). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè äàííîãî
àëãîðèòìà ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðîÿòíîñòè ïîïàñòü â äîëþ 1

10 , ãäå àëãîðèòì A ìîæåò ðàáîòàòü
íåêîððåêòíî è èç ñîáñòâåííîé îøèáêè 1

4 àëãîðèòìà A(y, 1
10). Èòîãî, îøèáêà íå ïðåâîñõîäèò

1
4 + 1

10 . Ò.å., L′ ∈ BPP, ïðîòèâîðå÷èå.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññû AvgP,HeurP,AvgBPP è HeurBPP íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ñìåíû ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òåîðåìàõ 3.1 è 3.2 ìû ïîñòðîèëè óíàðíûå ÿçûêè ñ ðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, ðàçäåëÿþùèå P è AvgP è BPP è AvgBPP. Íî åñëè ìû ñîñðåäîòî÷èì âñå
ðàñïðåäåëåíèå íà âõîäàõ âèäà 0n, òî ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è íå áóäóò ðåøàòüñÿ â êëàññàõ
AvgP (HeurP) è AvgBPP (HeurBPP).

4 Ïîëíàÿ çàäà÷à
Â òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå èìååò çíà÷åíèå êîäèðîâàíèå, â ÷àñòíîñòè ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü, ÷òî âõîä àëãîðèòìà � ýòî êîðòåæ, ñîñòîÿùèé èç íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ. ×òîáû
ïîíèçèòü âåðîÿòíîñòü ñòðîêè ëèøü ïîëèíîìèàëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ëîãàðèô-
ìè÷åñêîå ÷èñëî âñïîìîãàòåëüíûõ áèòîâ. Îïèøåì, êàê ìû áóäåì êîäèðîâàòü êîðòåæè:

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïóñòü x è y � äâå áèòîâûå ñòðî÷êè. Áóäåì êîäèðîâàòü ïàðó (x, y) êàê
0dlog |x|e1|x|2xy, ãäå |x|2 � äëèíà ñòðîêè x, çàïèñàííàÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî |(x, y)| = |x| + |y| + 2dlog |x|e + 1. Òîãäà m-ìåñòíûé êîðòåæ z = (x1, x2, . . . , xm)
ìîæíî çàêîäèðîâàòü òàê: (x1, (x2, (x3, . . . (xm−1, xm) . . . ). Â ýòîì ñëó÷àå: |z| =

∑m
i=1 |xi| +

2
∑m−1

i=1 dlog |xi|e+ m− 1 <
∑m

i=1 |xi|+ 2(m− 1)dlog(|z| − |xm|)e+ m− 1.

Ìû áóäåì íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíÿòü îöåíêó ×åðíîâà (ïðåäëîæåíèå 2.1), äëÿ ýòèõ öåëåé
çàôèêñèðóåì òàêîå ÷èñëî N0, ÷òî 2e−

N0
1000 < 0.001. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû áóäåì ïðèìåíÿòü

îöåíêó ×åðíîâà, êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áóäåò íå ìåíåå N0.
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Ìû ïîñòðîèì çàäà÷ó (C, R), ãäå C � ÿçûê, à R � ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäå-
ëåíèå. ßçûê C ìû çàäàäèì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A(x, δ), à ðàñïðåäåëåíèå R � ñ ïîìîùüþ
ñàìïëåðà R. Ìû ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (C, R) ëåæèò â êëàññå AvgBPP
(à çíà÷èò, è â HeurBPP) è ÷òî çàäà÷à (C, R) ïîëíàÿ â êëàññå AvgBPP (òî÷íî òàê æå (äàæå
òåõíè÷åñêè ïðîùå) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (C, R) ïîëíà â êëàññå HeurBPP îòíîñèòåëüíî
ýâðèñòè÷åñêèõ ñâåäåíèé).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì B:
Àëãîðèòì 4.1. Àëãîðèòì B(x, δ):

1. Ïðîâåðèòü, ÷òî âõîä � ýòî ñòðîêà âèäà (M,x, 1m, b), ãäå m > x+N0, b ∈ {0, 1}. Åñëè íåò,
òî îòâåðãíóòü. (Çäåñü M � ýòî çàïèñü ìàøèíû Òüþðèíãà, x � âõîä ìàøèíû Òüþðèíãà,
m � êîëè÷åñòâî øàãîâ, êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ìàøèíå, b � îòâåò, êîòîðûé áóäåò
âûäàâàòüñÿ âìåñòî îòâåòà ⊥ ìàøèíû M .)

2. • Åñëè δ > 1
2m , òî çàïóñòèòü ìàøèíó M íà m øàãîâ 200m2 ðàç. Åñëè õîòÿ áû îäèí

èç îòâåòîâ {0, 1} âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû â 80% ñëó÷àåâ, òî âûäàòü ýòîò îòâåò, èíà÷å
âûäàòü ⊥.

• Åñëè δ ≤ 1
2m , òî ïåðåáðàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, åñëè õîòÿ áû

1
4 îòâåòîâ ðàâíÿåòñÿ ⊥, òî âûäàòü b, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûäàòü íàèáîëåå ÷àñòûé
îòâåò èç {0,1}.

3. Âûäàòü ⊥.
Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì B(x, 1

2|x| ) ðàáîòàåò äåòåðìèíèðîâàíî è ðàñïîçíàåò íåêèé ÿçûê B.
Îïðåäåëèì íà îñíîâå àëãîðèòìà B àëãîðèòì A, àëãîðèòì A ïðèìåíÿåò àëãîðèòì B ê ÷àñòè

âõîäíûõ äàííûõ, à îñòàëüíûå âõîäíûå äàííûå èãíîðèðóåò:

Àëãîðèòì 4.2. Àëãîðèòì A(x, δ):

1. Ïðîâåðèòü, ÷òî âõîä � ýòî ñòðîêà âèäà (M, x, 1m, b, S, 1s), ãäå b ∈ {0, 1}. Åñëè íåò, òî
îòâåðãíóòü.

2. Âûäàòü ðåçóëüòàò ðàáîòû B((M,x, 1m, b), δ).

Ïîñêîëüêó àëãîðèòì B(x, 1
2|x| ) ðàáîòàåò äåòåðìèíèðîâàííî, òî è A(x, 1

2n ) ðàáîòàåò äåòåðìè-
íèðîâàíî è ðàñïîçíàåò íåêîòîðûé ÿçûê; ýòî áóäåò ÿçûê C, äëÿ êîòîðîãî ìû ïîäáåðåì ðàñïðåäå-
ëåíèå, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ çàäà÷à áûëà ïîëíà â êëàññå AvgBPP. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, åñëè
ìàøèíà M ïðèíèìàåò ñòðîêó x çà m øàãîâ, òî ÿçûê C ñîäåðæèò ñòðîêó (M, x, 1m, b, S, 1s) äëÿ
âñåõ b ∈ 0, 1, S è s, åñëè M âûäàåò ⊥ íà âõîäå x çà m øàãîâ, òî îäíà èç ñòðîê (M,x, 1m, 0, S, 1s)
è (M,x, 1m, 1, S, 1s) ñîäåðæèòñÿ â ÿçûêå, äðóãàÿ íåò. Åñëè M íåêîððåêòíî âåäåò ñåáÿ íà âõîäå x,
òî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ëþáîé, íî âåðîÿòíîñòü òàêèõ âõîäîâ áóäåò ìàëà çà ñ÷¸ò ïðàâèëüíîãî
âûáîðà ðàñïðåäåëåíèÿ R.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, êàêîìó ñâîéñòâó äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðÿòü ðàñïðåäåëåíèþ
H, ÷òîáû ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (C,H) ðåøàëàñü àëãîðèòìîì A(x, δ) â AvgBPP.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå H îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîé ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà M , åñëè âåðîÿòíîñòü íàèáîëåå ÷àñòîãî èç {0, 1} îòâåòà M íà x çà íå áîëåå, ÷åì m
øàãîâ íå ïðåâîñõîäèò 0.85, òî H(M, x, 1m, b, S, 1s) ≤ 2e−n2 , ãäå n = |(M, x, 1m, b, S, 1s)|. Òîãäà
(C,H) ∈ AvgBPP.
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Äîêàçàòåëüñòâî. • Åñëè δ > 1
2m , òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A îãðàíè÷åíî O(n4). Åñëè

δ ≤ 1
2m , òî âðåìÿ ðàáîòû îãðàíè÷åíî O( n

δ2 ).

• Ïóñòü δ > 1
2m (èíà÷å àëãîðèòì âåäåò ñåáÿ äåòåðìèíèðîâàíî è âñå âðåìÿ âûäàåò ïðà-

âèëüíûé îòâåò). Òîãäà â ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòü íàèáîëåå ÷àñòîãî îòâåòà èç {0, 1}
ìàøèíû M íà âõîäå x çà íå áîëåå, ÷åì m øàãîâ íå áîëüøå, ÷åì 0.75, òî èç îöåíêè
×åðíîâà Pr{A((M,x, 1m, b, S, 1s), δ) =⊥} ≥ 0.99. Åñëè æå âåðîÿòíîñòü íàèáîëåå ÷àñòîãî
îòâåòà èç {0, 1} áîëåå, ÷åì 0.75, òî ýòîò îòâåò è åñòü C(M,x, 1m, b, S, 1s). Â ýòîì ñëó÷àå
Pr{A((M, x, 1m, b, S, 1s), δ) = 1− C(M, x, 1m, b, S, 1s)} < 0.01.

• Ïóñòü δ > 1
2m (èíà÷å àëãîðèòì âåäåò ñåáÿ äåòåðìèíèðîâàíî è íå âûäàåò ⊥). Çàìåòèì,

÷òî åñëè âåðîÿòíîñòü ñàìîãî ÷àñòîãî îòâåòà (èç {0, 1}) ìàøèíû M íà x çà m øàãîâ íå
áîëåå 0.85, òî ïî óñëîâèþ ëåììû âåðîÿòíîñòü òàêîãî âõîäà íå áîëåå 2e−n2 . Ñóììàðíàÿ
âåðîÿòíîñòü òàêèõ âõîäîâ íå áîëüøå e−n2

2n+1 ≤ 2−n < δ (ïðè n > N0). Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå èç îöåíêè ×åðíîâà Pr{A((M,x, 1m, b, S, 1s), δ) =⊥} < 0.01.

Îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå R ñ ïîìîùüþ ñàìïëåðà R (ýòî ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ó÷àñòâîâàòü
â îïðåäåëåíèè ïîëíîé çàäà÷è).

Àëãîðèòì 4.3. Ñàìïëåð R(1n):

1. Ñãåíåðèðîâàòü ñòðîêó äëèíû n. Åñëè îíà íå èìååò âèä (M, y, r, b, S, σ), ãäå b ∈ {0, 1}, òî
âûäàòü ñãåíåðèðîâàííóþ ñòðîêó.

2. Çàïóñòèòü ñàìïëåð S íà âõîäå 1|y| íà |σ| øàãîâ. Ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì çà x.

3. Çàïóñòèòü ìàøèíó M íà |r| øàãîâ 200n2 ðàç. Åñëè êàæäûé èç îòâåòîâ {0, 1} âñòðå÷àåòñÿ
ìåíåå, ÷åì â 90% ñëó÷àåâ, òî âûäàòü 1n. (Îòìåòèì, ÷òî ïî çàìå÷àíèþ 4.1 ñòðîêà 1n íå
êîäèðóåò êîðòåæ.)

4. Âûäàòü (M, x, 1|r|, b, S, 1|σ|).

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ñàìïëåð S ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ D. Ïóñòü z = (M,x, 1m, b, S, 1s),
n = |z|. (1) Åñëè ìàøèíà M íà âõîäå x çà m øàãîâ âûäàåò îäèí èç îòâåòîâ {0, 1} ñ âåðîÿòíîñòüþ
õîòÿ áû 0.95, òî R(z) ≥ (1− 2e−n2

)D(x)2−10 log(n−s)−5 · 2−|M |−|S|. (2) Åñëè ìàøèíà M íà âõîäå
x çà m øàãîâ âûäàåò âñå îòâåòû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå 0.85, òî R(z) ≤ 2e−n2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 2−10 log(n−|σ|)−5·2−|M |−|S| ñàìïëåðR íà 1-îì øàãå
ñãåíåðèðóåò ñòðîêó (M, y, r, b, S, σ) c |y| = |x|, |r| = m, |σ| = s, b ∈ {0, 1}. (Èç-çà êîäèðîâàíèÿ
êîðòåæåé ïî çàìå÷àíèþ 4.1 íå áîëåå, ÷åì 10 log(n−|σ|)−5 áèòîâ óéäåò íà ôèêñàöèþ ðàçìåðîâ
ýëåìåíòîâ êîðòåæåé). Ñ âåðîÿòíîñòüþ D(x) íà øàãå 2 ðàáîòû ñàìïëåðà R ñàìïëåð S âûäàñò
x. Èç îöåíêè ×åðíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî íà øàãå 3 ñàìïëåð R ïðîéäåò òåñò ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ
áû (1− 2e−n2

).
(2) Èç îöåíêè ×åðíîâà òåñò íà øàãå 3 ñàìïëåðà R áóäåò ïðîéäåí ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå

2e−n2 .

Ïóíêò (1) ëåììû 4.2 óòâåðæäàåò, ÷òî ïîñòðîåííîå ðàñïðåäåëåíèå R óäîâëåòâîðÿåò äîñòà-
òî÷íîìó óñëîâèþ èç ëåììû 4.1.

Òåîðåìà 4.1. (C,R) ∈ AvgBPP.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà ñëåäóåò èç ïóíêòà (2) ëåììû 4.2 è ëåììû 4.1.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ïóñòü ìàøèíà M èìååò äâà âõîäà: ñòðîêà x è ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî δ ∈ (0, 1).
Ïóñòü Mδ � ýòî ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò ðàáîòó M ñ ïîäñòàâëåííûì çíà÷åíèåì
âòîðîãî ïàðàìåòðà 1

d 1
δ
e . Ìû ìîæåì çàêîäèðîâàòü Mδ êàê ïàðó (M, d1

δ e), ãäå d1
δ e çàïèñàíà â

äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïî çàìå÷àíèþ 4.1 |(M, d1
δ e)| = |M |+ dlogd1

δ ee+ 2dlog |M |e+ 1, è
ïîýòîìó 2|Mδ| ≤ 2|M |+3M2(1

δ + 1).

Òåîðåìà 4.2. (C,R) � ïîëíàÿ çàäà÷à â êëàññå (AvgBPP,PSamp).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (L,D) èç AvgBPP. Îíà ðåøàåòñÿ êàêîé-òî ìàøèíîé Mδ

çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå g( |x|δ ). (Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáå êîíñòàíòû â îïðåäåëåíèè 2.5 ïîíèæåíû
ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.2 äî 0.01.) Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå D ãåíåðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñàìïëåðà S,
âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì q(n).

Îïèøåì ñâåäåíèå â òåðìèíàõ îïðåäåëåíèÿ 2.10. Ñâåäåíèå TC(x, δ) äåëàåò 2 çàïðîñà îðàêó-
ëó: z0 = (Mδ, x, 1g(

|x|
δ

)+N0 , 0, S, 1q(|x|)) è z1 = (Mδ, x, 1g(
|x|
δ

)+N0 , 1, S, 1q(|x|)). Åñëè îòâåòû îðàêóëà
ðàçíûå, òî âûäàòü ⊥, èíà÷å âûäàòü îòâåò îðàêóëà. Ïðîâåðèì âñå ñâîéñòâà ñâåäåíèÿ.

1. Ýôôåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñòðîêè z0 è z1 èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ îòíîñèòåëüíî
|x|
δ äëèíó.

2. Êîððåêòíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè C(z0) = C(z1), òî Pr{Mδ(x) =⊥} < 1
4 . Â ýòîì

ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ 2.5 Pr{Mδ(x) ∈ {L(x),⊥}} ≥ 0.99, çíà÷èò Pr{Mδ(x) = L(x)} ≥
0.74, ïîñêîëüêó C(z0) � ýòî íàèáîëåå ÷àñòûé îòâåò Mδ íà x çà íå áîëåå, ÷åì g(x

δ ) øàãîâ,
òî C(z0) = L(x).

3. Äîìèíèðîâàíèå. Çàôèêñèðóåì n, äîëÿ âõîäîâ, íà êîòîðîé Mδ äàåò îòâåò ⊥ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ õîòÿ áû 0.01, ìåíüøå δ. Îáîçíà÷èì âñå ýòè âõîäû çà En (äëÿ âñåõ x ∈ En è âñåõ
y âûïîëíÿåòñÿ AskT,δ(x, y) = 0, ò.å., ýòî ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ó÷àñòâóåò â âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ äîìèíèðîâàíèÿ). Ïðè äàííîì δ ïî çàïðîñó ê îðàêóëó ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëèòü x. Íà âõîäàõ èç {0, 1}n \En âåðîÿòíîñòü íàèáîëåå ÷àñòîãî îòâåòà Mδ íà x íå ìåíåå
0.98, è ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ⊥. Ïî ïóíêòó (1) ëåììû 4.2 D(Mδ, x, 1g(

|x|
δ

)+N0 , b, S, 1q(|x|)) ≥
0.99D(x)2−5 log(n′−q(x))−10·2−|Mδ|−|S|, ãäå n′ = |(Mδ, x, 1g(

|x|
δ

)+N0 , b, S, 1q(|x|))|. Óñëîâèå äîìè-
íèðîâàíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî |S| � êîíñòàíòà, à ðàçìåð |Mδ| çàâèñèò ëîãàðèôìè÷åñêè
îò 1

δ ïî çàìå÷àíèþ 4.2.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè (C, R) ∈ AvgP, òî (AvgP,PSamp) = (AvgBPP,PSamp).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2 è ëåììû 2.1.

Òåîðåìà 4.3. Åñëè (C,R) ∈ Avg 1
nc

P, òî (AvgP,PSamp) = (AvgBPP,PSamp).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Ìû ìîäèôèöèðó-
åì åãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 2.1. Äëÿ ýòîãî ìû èñêóññòâåííî óäëèíèì çàïðî-
ñû ê îðàêóëó. Ïóñòü â òåðìèíàõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2 k = |(Mδ, x, 1g(

|x|
δ

)+N0 , 0, S, 1)| −
1. Ïóñòü p(k, δ) = 1

0.99D(x)25 log(k)+|Mδ|+|S|+9, p(k, δ) îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî
|x|
δ . Óäëèíèì âõîä îðàêóëà, äîáàâèâ d( 1

ε(n))
1
c e åäèíèö êî âðåìåíè ðàáîòû ñàìïëåðà S, ãäå
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ε(n) = δ
3p(k,δ) . Íîâûå çàïðîñû áóäóò òàêèå: z0 = (Mδ, x, 1p(x

δ
)+N0 , 0, S, 1q(|x|)+d( 1

ε(n)
)
1
c e), z1 =

(Mδ, x, 1p(x
δ
)+N0 , 1, S, 1q(|x|)+d( 1

ε(n)
)
1
c e).

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 2.1 îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äàííîé äëèíû âõîäà (è
δ) çàïðîñû ê îðàêóëó èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è ïîëèíîì äîìèíèðîâàíèÿ p(k, δ) íå çàâèñèò
îò äëèíû ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà êîðòåæà (ò.å., îí òàêîé æå, êàê è â òåîðåìå 4.2).

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè (AvgBPP,PSamp) ⊆ (Avg 1
nc

P,PSamp), òî (AvgP,PSamp) =
(AvgBPP,PSamp).

Òåîðåìà 4.4. 1. Çàäà÷à (C, R) ïîëíà â êëàññå (HeurBPP,PSamp) îòíîñèòåëüíî ýâðèñòè-
÷åñêèõ ñâåäåíèé.

2. Åñëè (C, R) ∈ HeurP, òî (HeurP,PSamp) = (HeurBPP,PSamp)

3. Åñëè (C, R) ∈ Heur 1
nc

BPP, òî (HeurP,PSamp) = (HeurBPP,PSamp).

4. Åñëè (HeurBPP,PSamp) ⊆ (Heur 1
nc

P,PSamp), òî (HeurP,PSamp) =
(HeurBPP,PSamp).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåìû 4.2, ñëåäñòâèÿ 4.1,
òåîðåìû 4.3 è ñëåäñòâèÿ 4.2.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à, ïîëíàÿ â êëàññå (AvgBPP,PSamp) è (HeurBPP,PSamp) îä-
íà è òà æå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè (AvgBPP,PSamp) ⊆ (HeurP,PSamp),
òî (C,R) ∈ (HeurP,PSamp) è (HeurP,PSamp) = (HeurBPP,PSamp). Åñëè
(AvgP,PSamp) = (AvgBPP,PSamp), òî ïîñêîëüêó AvgP ⊆ HeurP, ïîëó÷àåì
(HeurP,PSamp) = (HeurBPP,PSamp).
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