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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âûäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäâûáîðêè íåêî-
òîðîé îáó÷àþùåé âûáîðêè, ñîñòîÿùåé èç ïàð âèäà ¾îáúåêò - îòâåò¿, íå
ïðîòèâîðå÷àùåé îãðàíè÷åíèÿì ìîíîòîííîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé è ðàâíîñèëüíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì íåçà-
âèñèìîì ìíîæåñòâå â ñïåöèàëüíûõ îðãðàôàõ. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ î÷åíü âàæíûå ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àè, êîãäà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, çàäàí-
íûé íà ìíîæåñòâå îòâåòîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïîðÿäêîì ëèáî èìååò ðàç-
ìåðíîñòü 2. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè
êâàäðàòè÷íî-âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîíîòîíèçàöèè âûáîðêè

Òðåáîâàíèÿ ê êëàññèôèöèðóþùèì ïðàâèëàì â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ ïî ïðå-
öåäåíòàì ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé � òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ ïðåöåäåíòíûìè
äàííûìè è óäîâëåòâîðåíèÿ íåêîòîðûì çàðàíåå óñòàíîâëåííûì äîïîëíèòåëüíûì
îãðàíè÷åíèÿì. Îäíèì èç ïîïóëÿðíûõ òèïîâ ïîäîáíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè-
÷åíèé ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ìîíîòîííîñòè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî, ýòè
2 òèïà îãðàíè÷åíèé ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîòèâîðå÷èâûìè è âîçíèêàåò çàäà÷à
ìèíèìàëüíîé êîððåêöèè ïðåöåäåíòíûõ äàííûõ. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó.

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà X,Y è íà íèõ ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ≥X ,≥Y ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≥Y ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåòêîé. Ïðè çàäàííîì îòîáðàæåíèè o : X ′ → Y , ãäå X ′ ⊆ X, |X ′| < ∞ , âîç-
íèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè f : X → Y , ìîíîòîííîé îòíîñèòåëüíî
÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ≥X ,≥Y è ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë ñîãëàñîâàííîñòè:
Ero (f) = |{x|f (x) 6= o (x)} ∩X ′|.
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Îáîçíà÷èìM
(
≥X ,≥Y

)
ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé èç X â Y . Òîãäà,

ïðè çàäàííîì îòîáðàæåíèè o : X ′ → Y , çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

Ero (f) → min
f∈M(≥X ,≥Y )

Âñÿêîå ìîíîòîííîå íà ïîäìíîæåñòâå X ′ ⊆ X îòîáðàæåíèå f ′ : X ′ → Y

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ìîíîòîííîãî íà âñåì X, òàê êàê ìíîæåñòâî
(
Y,≥Y

)
åñòü ðåøåòêà. Äåéñòâèòåëüíî, íà ðåøåòêå

(
Y,≥Y

)
ó âñÿêîãî êîíå÷íîãî ïîäìíî-

æåñòâà ñóùåñòâóåò sup è ôóíêöèÿ f (x) = sup
{
f ′ (x′) |x′ ∈ X ′, x′ ≤X x

}
îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè è f (x) = f ′ (x) , x ∈ X ′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷å ìîæíî âñåãäà ïîëàãàòüX ′ = X. Èç ñêàçàííîãî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî
ýòà çàäà÷à ðàâíîñèëüíà íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà X ′′ ⊆ X ′,
òàêîãî, ÷òî ôóíêöèÿ o, îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâî X ′′, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
êàê MaxCMS(Maximal Consistent with Monotonicity Set).

MaxCMS. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Bn, Bm, ãäå Br = {1, ..., r} è
íà íèõ ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ≥1,≥2 ñîîòâåòñòâåííî è ôóíêöèÿ ϕ : Bn → Bm.
Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i ∈ Bn çàäàí ïîëîæèòåëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåñ
wi. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïî âåñó ïîäìíîæåñòâî B ⊆ Bn, òàêîå,
÷òî ôóíêöèÿ ϕ, îãðàíè÷åííàÿ íà B, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî åñòü ∀i, j ∈
B [i ≥1 j → ϕ (i) ≥2 ϕ (j)] .

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà B ⊆ Bn, òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ, îãðàíè÷åí-
íàÿ íà B, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå B ⊆ Bn îáîçíà÷èì
MaxCMS (≥1,≥2, ϕ, w) (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàê îáîçíà÷àåòñÿ åãî âåñ).

Â îñòàëüíîé ÷àñòè ðàáîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî ýòó çàäà÷ó.

2 Çàäà÷à ìîíîòîíèçàöèè âûáîðêè è ìàêñèìàëü-

íûå íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà

Ïîêàæåì, ÷òî MaxCMS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà (ëèáî ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðû-
òèÿ) â îðãðàôàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü çàäàí îðãðàô G = (V,E) è êàæäàÿ âåðøèíà v
îðãðàôà èìååò ïîëîæèòåëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåñ wv. Ïîä íåçàâèñèìûì ìíî-
æåñòâîì G áóäåì ïîíèìàòü ïîäìíîæåñòâî âåðøèí îðãðàôà, êàæäàÿ ïàðà ýëå-
ìåíòîâ êîòîðîãî íå ñîåäèíåíà äóãîé. Îáîçíà÷èì IS (G,w) íàèáîëüøåå ïî âåñó

2



íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî îðãðàôà(â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàê îáîçíà÷àåòñÿ è ñàì
âåñ).

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå Bn ÷àñòè÷íûé ïðåäïîðÿäîê (íàïîìíèì, ÷òî òàê íà-
çûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûé è ðåôëåêñèâíûé áèíàðíûé ïðåäèêàò):

i � j ⇔ ϕ (i) ≥2 ϕ (j) .

Ðàññìîòðèì îðãðàô G = (V,E), ãäå V = Bn, à E =

{(i, j) |i ≥1 j, ϕ (i) 6≥2 ϕ (j)}. Îðãðàô G òàêæå ìîæåò áûòü çàäàí ðàâåíñòâàìè:
V = Bn è E =≥1 ∩�, ãäå � - äîïîëíåíèå áèíàðíîãî ïðåäèêàòà.

Îïðåäåëåíèå 4. Âñÿêèé îðãðàô, ìíîæåñòâî äóã êîòîðîãî ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êàê ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðûõ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è äîïîëíåíèÿ ÷à-
ñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà íà âåðøèíàõ îðãðàôà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðàâíî ìàê-
ñèìàëüíîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó ñïåöèàëüíîãî îðãðàôà G, òî åñòü
MaxCMS (≥1,≥2, ϕ, w) = IS (G,w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî B îðãðàôà G îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè i, j ∈ B è i ≥1 j, òî ϕ (i) ≥2 ϕ (j), òî åñòü ôóíêöèÿ
ϕ, îãðàíè÷åííàÿ íà B, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè îãðàíè-
÷åíèå ϕ íà B ìîíîòîííî, òî B � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G. Îòñþäà ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé ñïåöèàëüíûé îðãðàô G′ çàäàåòñÿ
ìíîæåñòâîì âåðøèí V ′ = Bn ñ âåñàìè w′i è äóã E ′ =≥′ ∩�′, ïðè÷åì çàäàíû
ïî îòäåëüíîñòè ≥′ è �′ (òî åñòü ìíîæåñòâî äóã E ′ íå íóæíî äåêîìïîçèðîâàòü).
Òîãäà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â òàêîì îð-
ãðàôå ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê MaxCMS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáúåì ìíîæåñòâî V ′ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ x ∼ y ⇔ x � y&y � x. Òîãäà ýòîìó ðàçáèåíèþ åñòåñòâåííî ñî-
îòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå ϕ′ : V → V/ ∼. Íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå V/ ∼ åñòå-
ñòâåííî èíäóöèðóåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê x ≥′′ y ⇔ x � y. Êàê ëåãêî âèäåòü,
IS (G′, w′) = MaxCMS (≥′,≥′′, ϕ′, w′). Ñâîäèìîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ çà O (n2)

øàãîâ.

3 NP-ïîëíîòà MaxCMS.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî MaxCMS ðàâíîñèëüíî ïîèñêó
ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà (èëè ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïî-
êðûòèÿ) â îðãðàôàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè äîïóñòèìîãî
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ìíîæåñòâà ìîùíîñòè áîëüøåé ÷åì C îáîçíà÷èì CMS. Î÷åâèäíî, îíà ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó NP.

Òåîðåìà 1. CMS � NP-ïîëíàÿ çàäà÷à.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì çàäà÷ó 3-ÂÛÏ ê CMS. Èñïîëüçóåì ïðèåì ïðè-

ìåíåííûé â [1] äëÿ ñâåäåíèÿ 3-ÂÛÏ ê Âåðøèííîìó ïîêðûòèþ. Íàïîìíèì, ÷òî
âåðøèííûì ïîêðûòèåì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, êîòîðîå äëÿ ëþáîé
äóãè îðãðàôà ñîäåðæèò îäíó èç åå âåðøèí. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîïîëíåíèå âåð-
øèííîãî ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü çàäàíà 3-ÊÍÔ è U = {u1, ..., un} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, èñïîëü-
çîâàííûõ â íåé, à C = {c1, ..., cm} � ìíîæåñòâî åå äèçúþíêòîâ, êàæäûé èç êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò ðîâíî 3 ðàçëè÷íûõ ïî ïåðåìåííûì ëèòåðàëà (ëèòåðàë ýòî ui ëèáî
ui). Äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà óïîðÿäî÷èì âõîæäåíèÿ ëèòåðàëîâ â íåãî. Òîãäà
ôàêò âõîæäåíèÿ ëèòåðàëà l â äèçúþíêò cr íà s-ì ìåñòå îáîçíà÷èì êàê lcsr. Ðàñ-
ñìîòðèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèòåðàëû è òðîéíûå êîïèè äèçú-
þíêòîâ V = {u1, u1..., un, un} ∪ {c11, c21, c31, ..., c1m, c2m, c3m}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
äóã ðàâíûì E = E1∪E2, ãäå E1 = {(ui, ui)}n

i=1∪
{(
uk, c

l
m

)
|ukc

l
m

}
∪
{(
clm, uk

)
|ukc

l
m

}
è E2 =

{(
c1j , c

2
j

)
,
(
c2j , c

3
j

)
,
(
c1j , c

3
j

)}m

i=1
(ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð íà 2 ïîä-

ìíîæåñòâà ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì).
Âåðøèííîå ïîêðûòèå îðãðàôà G = (V,E) äëèíû n+ 2m ñóùåñòâóåò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ 3-ÊÍÔ âûïîëíèìà. Äåéñòâèòåëüíî, èç êàæäîé
ïàðû âåðøèí ui, ui îäíà âåðøèíà è èç êàæäîé òðîéêè c1j , c

2
j , c

3
j íå ìåíüøå 2

âåðøèí äîëæíû âîéòè â âåðøèííîå ïîêðûòèå, òàê êàê îíè ïîïàðíî ñîåäèíåíû.
Èòàê, ìîùíîñòü âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ íå ìåíüøå n+ 2m.

Ïóñòü òàêîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ñóùåñòâóåò. Åñëè â íåãî âîøåë ëèòåðàë
ui, ïîëàãàåì ui = true, èíà÷å ui = false. Âñå ïåðåìåííûå ïîëó÷àþò òàê ñâîè
çíà÷åíèÿ, òàê êàê èç âûøåñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî, ëèáî ui, ëèáî ui ïðèñóòñòâóþò
â ïîêðûòèè, ïðè÷åì íå îäíîâðåìåííî. Òîãäà ýòîò íàáîð, êàê ëåãêî âèäåòü, è
áóäåò âûïîëíÿþùèì äëÿ èñõîäíîé 3-ÊÍÔ. Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæåò áûòü îáðà-
òèìî è èç ñóùåñòâîâàíèÿ âûïîëíÿþùåãî íàáîðà ñëåäóåò íàëè÷èå âåðøèííîãî
ïîêðûòèÿ ìîùíîñòè n+ 2m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàô G′ = (V,E∗\E), ãäå E∗ - òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå
E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G′ òðàíçèòèâåí. Òîãäà, ïîëîæèâ ≥= E∗ è �= E∗\E,
ïîëó÷èì, ÷òî ≥ ∩� = E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ
ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîãî íåçàâè-
ñèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ ñïåöèàëüíîãî îðãðàôà G = (V,E), êîòîðàÿ ïî ïðåäëîæå-
íèþ 2 ðàâíîñèëüíà MaxCMS, èëè CMS, ïðè C = 2n+ 3m− (n+ 2m) = n+m.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðàô G′ îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè. Òàê êàê
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G∗ = (V,E∗) òðàíçèòèâåí, òðàíçèòèâíîñòè G′ ìîæåò ïîìåøàòü ëèøü íàëè-
÷èå (u, v) , (v, t) ∈ E∗\E , ÷òî (u, t) ∈ E . Ïóñòü (u, t) ∈ {(ui, ui)}n

i=1 . Íî
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ öåïî÷êà â ãðàôå G íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ëèòåðàëà ìî-
æåò ui íå ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ â ëèòåðàëå ui, òàê êàê èíà÷å äîëæåí ñóùåñòâî-
âàòü äèçúþíêò ñîäåðæàùèé îáà ëèòåðàëà ui è ui. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé,
êîãäà (u, t) ∈

{(
c1j , c

2
j

)
,
(
c2j , c

3
j

)
,
(
c1j , c

3
j

)}
. Â ýòîì ñëó÷àå öåïî÷êà íà÷èíàþùà-

ÿñÿ ñ cαj è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ â cβj , íå ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò íå ïðèíàä-
ëåæàùèé

{
c1j , c

2
j , c

3
j

}
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (u, v) , (v, t) ∈ E, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

(u, v) , (v, t) ∈ E∗\E. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñëó÷àé, (u, t) ∈
{(
uk, c

l
m

)
|ukc

l
m

}
. Íî,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ïóòü â îðãðàôå G, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â u, à çàêàí÷è-
âàåòñÿ â t, òîæäåñòâåíåí äóãå (u, t), ÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî (u, v) 6∈ E∗\E. Òàêæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ è ñëó÷àé (u, t) ∈

{(
clm, uk

)
|ukc

l
m

}
. Èòàê, ãðàô G′ òðàíçèòèâåí

è ñâåäåíèå 3-ÂÛÏ ê CMS îñóùåñòâëåíî.

4 1-MaxCMS

Âñÿêèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïåðåñå÷åíèå ïîëíûõ ïîðÿäêîâ íà íåì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M çàäàí ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê ≥. Ðàçìåðíîñòüþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≥ íàçîâåì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî d
ïîëíûõ ïîðÿäêîâ ≥1, ...,≥d, ÷òî ≥=≥1 ∩...∩ ≥d .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó MaxCMS ñ âõîäîì (≥1,≥2, ϕ, w) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≥2 ðàâíà d. Â ýòîì ñëó÷àå ≥2=≥1 ∩...∩ ≥d.
Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé çàäà÷å ñïåöèàëüíîãî îðãðàôà G = (V,E) áóäåò
ñïðàâåäëèâî: V = Bn è E =≥1 ∩�, ãäå i � j ⇔ i �1 j&...&i �d j è
i �s j ⇔ ϕ (i) ≥s ϕ (j). È òîãäà,

E =≥1 ∩�1 ∩...∩ �d =≥1 ∩ (�1 ∪ ... ∪ �d) =
(
≥1 ∩�1

)
∪ ... ∪

(
≥1 ∩�d

)
.

Òàê êàê êàæäûé èç ïðåäèêàòîâ �s ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, òî E ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå d òðàíçèòèâíûõ ïðåäèêàòîâ.

Îïðåäåëåíèå 6. Çàäà÷à MaxCMS ñ âõîäîì (≥1,≥2, ϕ, w) äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≥2 ðàâíà d, íàçûâàåòñÿ d-MaxCMS.

Ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî
Ïðåäëîæåíèå 3. d-MaxCMS ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî

íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â îðãðàôå G = (V,E), ãäå E =�1 ∪...∪ �d, è ïðå-
äèêàòû �s òðàíçèòèâíû, ïðè÷åì â G íåò öèêëîâ.
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Èç ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 1-MaxCMS ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñè-
ìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â îðãðàôå G = (V,E) áåç öèêëîâ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåìó óñëîâèþ òðàíçèòèâíîñòè äóã: åñëè (u, v) , (v, t) ∈ E, òî (u, t) ∈ E. Ýòà
çàäà÷à èìååò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, òàê êàê ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç
îðãðàôà G ïðåîáðàçîâàíèåì äóã â íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà, ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì
ñðàâíèìîñòè íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, òî åñòü ñîâåðøåííûì. Ïðèâåäåì
îäèí èç àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ, ñëåäóÿ [7].

Òåîðåìà 2. 1-MaxCMS ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ x . y ⇔ (x, y) ∈ E, îðãðàô ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (V, .). Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â
ñâåäåíèè ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîòîêà â íåêîòîðîì ãðàôå. Ïîêà-
æåì êàê ïðîèñõîäèò ñâåäåíèå.

Îáîçíà÷èì minG è maxG ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ è
ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ (V, .). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ãðàôà G ñî-
çäàäèì 2 êîïèè v+, v−(äëÿ âûõîäÿùèõ ðåáåð è âõîäÿùèõ ðåáåð). Ïîëîæèì
V ′ = {v+, v−}v∈V ∪ {s, t} è E ′ = {(v+, v−)}v∈V ∪ {(x−, y+) | (x, y) ∈ E} ∪
{(s, a+) |a ∈ minG} ∪ {(b−, t) |b ∈ maxG}. Ïîëó÷èì îðãðàô G′ = (V ′, E ′). Ïîëî-
æèì ìèíèìàëüíûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð (v+, v−) ðàâíûìè âåñàì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ wv, à äëÿ îñòàëüíûõ ðåáåð ðàâíûìè 0. Ìàêñèìàëüíûå
ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã ïîëîæèì ðàâíûìè ∞.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé äóãè e ∈ E ′ â îðãðàôå G′ íàéäåòñÿ ïóòü èç
s â t ïðîõîäÿùèé ÷åðåç e. Äàííîå óñëîâèå, î÷åâèäíî, ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâà-
íèå äîïóñòèìîãî êîíå÷íîãî ïîòîêà ÷åðåç ñåòü(äîïóñòèìûé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïîòîê ñ âåñàìè ðåáåð, áîëüøèìè ìèíèìàëüíûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé,
è ðàâåíñòâîì 0 äèâåðãåíöèè äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû). Ñëåäîâàòåëü-
íî äëÿ äàííîé ñåòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Ôîðäà-
Ôàëêåðñîíà, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé îò îáû÷íîãî, ÷òî ÷åðåç íåíàñûùåííûå ïóòè
èç s â t ïîòîê íóæíî óìåíüøàòü. Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîòîê áóäåò ìè-
íèìàëüíûì, è åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåç ñ ìàêñèìàëüíûì P -âåñîì, ãäå
ïîä P -âåñîì ðàçðåçà S, S ïîíèìàåòñÿ(ãðàô îðèåíòèðîâàííûé è âåñ íå ñóììà
âñåõ åãî ðåáåð!) ∑

(u,v)∈E,u∈S,v∈S

cmin (e)−
∑

(u,v)∈E,v∈S,u∈S

cmax (e).

Ìèíèìàëüíîìó ïîòîêó äàííîé ñåòè, íàõîäèìîìó ìîäèôèöèðîâàííûì àë-
ãîðèòìîì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà(îáû÷íûé íàõîäèò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê), áóäåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü P -ìàêñèìàëüíûé ðàçðåç.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ðàçðåç V ′ = S ∪ S , ãäå s ∈ S, t ∈ S, ñ âå-
ñîì îòëè÷íûì îò −∞. Òàê êàê ìàêñèìàëüíûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðå-
áåð ðàâíû ∞, òî ðåáåð (u, v) ∈ E ′ âèäà v ∈ S, u ∈ S áûòü íå ìîæåò. Ðåá-
ðà æå (u, v) ∈ E ′ âèäà u ∈ S, v ∈ S òîëüêî â òîì ñëó÷àå äàäóò âêëàä â
âåñ ðàçðåçà, åñëè u = r+, v = r−. Îáîçíà÷èì R =

{
r|r+ ∈ S, r− ∈ S

}
. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ýëåìåíòû R ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G è
âåñ ðàçðåçà áóäåò â òî÷íîñòè ðàâåí âåñó ýòîãî ìíîæåñòâà. Îáðàòíîå òàêæå
ñïðàâåäëèâî, ëþáîìó íåçàâèñèìîìó â G ìíîæåñòâó R ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåç
S = {u+, u−|u /∈ R&∃r ∈ R [r . u]} ∪ {r+|r ∈ R} ∪ {s} âåñ êîòîðîãî ðàâåí âåñó
R. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàòó ýòîãî àëãîðèòìà, òî åñòü S-ìàêñèìàëüíîìó
ðàçðåçó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Çàïèøåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîòîêà êàê çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

x (Γ) ≥ 0,Γ ∈ G (s, t)∑
Γ∈G(v)

x (Γ) ≥ wv∑
Γ∈G(s,t)

x (Γ) → min

ãäå G (s, t) - ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé â ãðàôå G′ = (V ′, E ′) èç s â t, à G (v) ⊂ G (s, t)

� ìíîæåñòâî ïóòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ðåáðî (v+, v−). Äâîéñòâåííàÿ åé:

y (v) ≥ 0, v ∈ V∑
(v+,v−)∈Γ

y (v) ≤ 1,Γ ∈ G (s, t)∑
v∈V

wvy (v) → max

Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ó äâîéñòâåííîé çàäà÷è âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîëèòîï äâîéñòâåííîé çàäà÷è îáîçíà÷èì êàê
Π (G).

5 2-MaxCMS

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó 2-MaxCMS. Êàê áûëî ïîêàçàíî, îíà ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â îðãðàôå G =

(V,E), ãäå E =�1 ∪ �2 è ïðåäèêàòû �s òðàíçèòèâíû, ïðè÷åì â G íåò öèêëîâ.
Â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ èìåííî ýòà çàäà÷à.
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Çàìåòèì, ÷òî äóãè îðãðàôà â òåîðåìå 1 òàêæå ðàçáèòû íà 2 ìíîæåñòâà E1

è E2, êàæäîå èç êîòîðûõ òðàíçèòèâíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à NP-òðóäíà.

Ðàññìîòðèì 2 îðãðàôà: G1 = (V,�1) è G2 = (V,�2). Çàìåòèì, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî îðãðàôà G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
ìíîæåñòâîì â îáîèõ G1 è G2, îòêóäà î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è

x ∈ Π (G1)

y ∈ Π (G2)

ψ (x, y) =
∑
v∈V

wvxvyv → max

ñîäåðæèò è òàêèå âåêòîðà x∗, y∗, ÷òî {v|x∗vy∗v = 1} ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íåçà-
âèñèìûì ìíîæåñòâîì G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííîì x ìàêñèìóì
∑
v∈V

wvxvyv ïî

ïîëèýäðó y ∈ Π (G2) äîñòèãàåòñÿ è íà íåêîòîðîì öåëî÷èñëåííîì âåêòîðå y (è
íàîáîðîò), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ íà öåëî÷èñ-
ëåííûõ âåêòîðàõ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñïðàâåäëèâî

max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

ψ (x, y) = max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

γ (x, y) ,

ãäå

γ (x, y) =
1

2

∑
v∈V

wv (xv + yv)
2 − wv (xv + yv)

Äîêàçàòåëüñòâî.

max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

∑
v∈V

wvxvyv = max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

1

2

∑
v∈V

wv (xv + yv)
2 − wv

(
x2

v + y2
v

)
≥

max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

1

2

∑
v∈V

wv (xv + yv)
2 − wv (xv + yv)

Îäíàêî, òàê êàê ìàêñèìóì ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ íà öå-
ëî÷èñëåííûõ âåêòîðàõ, ÿñíî, ÷òî çäåñü íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ôóíêöèîíàë γ (x, y) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê ìàêñèìèçàöèè
âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå.
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6 Ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ 2-MaxCMS

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

ϕ (x, y) = −1

2

∑
v∈V

wv (xv − yv)
2 − wv (xv + yv)

Ïðåäëîæåíèå 6. Ñïðàâåäëèâî

max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

ϕ (x, y) ≥ max
x∈Π(G1),y∈Π(G2)

ψ (x, y) ,

ïðè÷åì íà öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ïîëèòîïà x ∈ Π (G1) , y ∈ Π (G2) çíà÷åíèÿ
ϕ (x, y) è ψ (x, y) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà. Èç íåãî ñëå-
äóåò ïåðâîå, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè ïî ïðåäëîæåíèþ 4 äî-
ñòèãàåòñÿ è íà öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðàõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

x ∈ Π (G1)

y ∈ Π (G2)

ϕ (x, y) → max

Áóäåì íàçîâàòü åå âûïóêëîé.
Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ âûïóêëîé çàäà÷è ε-ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ ïàðà x∗ ∈

Π (G1) , y
∗ ∈ Π (G2) òàêàÿ, ÷òî max

x∈Π(G1),y∈Π(G2)
ϕ (x, y)− ϕ (x∗, y∗) ≤ ε

Ïðåäëîæåíèå 7. Âûïóêëàÿ çàäà÷à äëÿ ëþáîãî ε ìîæåò áûòü ε-ðàçðåøåíà
çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû âõîäà âðåìÿ. Ïîä äëèíîé âõîäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ
äëèíà îïèñàíèÿ ãðàôîâ G1 = (V,�1) è G2 = (V,�2) è öåëî÷èñëåííûõ âåñîâ wv.
Ïðè÷åì ïîëó÷åííîå ε-ðåøåíèå (x∗, y∗) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |x∗i − y∗i | ≤ 1

2
.

Ëåììà. Òî÷êà ξopt =
(
xopt, yopt

)
= arg max

(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)
ϕ (x, y) óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ
∣∣xopt

i − yopt
i

∣∣ ≤ 1
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë ϕ (x, y) íå ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííûì â R2n è ïîòîìó, ìàêñèìóì íà ìíîæåñòâå Π (G1) × Π (G2)

äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ïîëèýäðà. Ïóñòü a1
Tξ ≤ b1 , ... , as

Tξ ≤ bs�òå ñà-
ìûå íåðàâåíñòâà â îïðåäåëåíèè ïîëèýäðà, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.
Èç îïòèìàëüíîñòè

(
xopt, yopt

)
ÿñíî, ÷òî êîíóñ

{
ξ|a1

Tξ ≤ 0
}
∩ ...∩

{
ξ|as

Tξ ≤ 0
}
∩{

ξ|∇ξoptϕ
(
ξopt
)T
ξ > 0

}
= ∅. Îòñþäà, èç òåîðåìû Ôàðêàøà-Ìèíêîâñêîãî ñëå-

äóåò, ÷òî ϕ
(
ξopt
)
ðàçëàãàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ a1, ..., as.
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Íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ ïîëîæèòåëüíû, ïîëó÷àåì, ÷òî è
ϕ
(
ξopt
)

=
∥∥xopt

1 − yopt
1 + 1

2
, yopt

1 − xopt
1 + 1

2
, ..., xopt

n − yopt
n + 1

2
, yopt

n − xopt
n + 1

2

∥∥T ≥ 0 .
Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ (x, y) ÿâëÿåòñÿ âî-
ãíóòîé, ìíîæåñòâî ïàð

x ∈ Π (G1)

y ∈ Π (G2)

ϕ (x, y) ≥ c

−1
2
≤ xi − yi ≤ 1

2
, i = 1, n

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
Çàìåòèì, ÷òî ïî çàäàííîé ïàðå âåêòîðîâ x′, y′, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èõ ïðè-

íàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó Π (G1) × Π (G2) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, àëãîðèòì Ôëîéäà-Óîðøîëëà ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ñàìûé äëèí-
íûé ïóòü èç âåðøèíû s â âåðøèíó t îðãðàôîâ G1 è G2, ãäå ïîä äëèíîé ïó-
òè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììà âåñîâ âåðøèí ïóòè. È ñðàâíåíèå ýòèõ öèôð ñ 1,
äàåò íàì îòâåò î ïðèíàäëåæíîñòè x′, y′ ∈ Π (G1) × Π (G2). Êðîìå òîãî, åñëè
x′, y′ /∈ Π (G1) × Π (G2), òî íàéäåííûé ïóòü äëèíû áîëüøåé ÷åì 1 è äàñò íàì
íàðóøåííîå ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè ïîëèòîïà Π (G1)× Π (G2).

Íàêîíåö, ïðè çàäàííûõ x′, y′, óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèÿ ϕ (x′, y′) ≥ c, à òàêæå
â ñëó÷àå åãî íàðóøåíèÿ, ãèïåðïëîñêîñòü ðàçäåëÿþùàÿ ïàðó x′, y′ è ìíîæåñòâî
{(x, y) |ϕ (x, y) ≥ c+ ε} ìîæåò áûòü íàéäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äåéñòâèòåëüíî,

{(x, y) ∈ Π (G1)× Π (G2) |
(
∇x′ϕ

(
x′, y′

)
, x− x′

)
+
(
∇y′ϕ

(
x′, y′

)
, y − y′

)
≥ ε} ⊇

⊇ {(x, y) ∈ Π (G1)× Π (G2) |ϕ (x, y) ≥ c+ ε}

Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ äëÿ êâàäðàòè÷íî-âîãíóòîé ôóíêöèè ϕ

è âñÿêèõ òàêèõ òî÷åê (x, y),
(
x′, y′

)
, ÷òî ϕ (x, y) ≥ c + ε and ϕ

(
x′, y′

)
≤ c: ε ≤

ϕ (x, y)− ϕ
(
x′, y′

)
≤
(
∇x′ϕ

(
x′, y′

)
, x− x′

)
+
(
∇y′ϕ

(
x′, y′

)
, y − y′

)
.

Òîãäà îêðóãëÿÿ êîìïîíåíòû ∇x′ϕ
(
x′, y′

)
è ∇y′ϕ

(
x′, y′

)
äî

2 (log n+ |log ε|+ 1) çíàêîâ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè è îáîçíà÷àÿ èõ êàê
cx è cy, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü{

(x, y) |
(
cx, x− x′

)
+
(
cy, y − y′

)
≥ ε

2

}
.

Ñîãëàñíî[5, 2], â ýòîì ñëó÷àå ïàðà âåêòîðîâ x′, y′ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
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âèÿì:
x′ ∈ Π (G1)

y′ ∈ Π (G2)

ϕ (x′, y′) ≥ c

−1
2
≤ x′i − y′i ≤ 1

2
, i = 1, n

ìîæåò íàéäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìåòîäîì ýëëèïñîèäîâ[3, 4], ëèáî áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî{

(x, y) |x ∈ Π (G1) , y ∈ Π (G2) , ϕ (x, y) ≥ c+ ε,−1

2
≤ xi − yi ≤

1

2
, i = 1, n

}
= ∅.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |ϕ (x, y)| ≤ 2
∑
v∈V

wv, ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëå-

íèÿ ìû áûñòðî ïðèõîäèì ê òàêîé êîíñòàíòå c , ÷òî ìíîæåñòâî Ω ={
(x, y) |x ∈ Π (G1) , y ∈ Π (G2) , ϕ (x, y) ≥ c,−1

2
≤ xi − yi ≤ 1

2
, i = 1, n

}
6= ∅ è{

(x, y) |x ∈ Π (G1) , y ∈ Π (G2) , ϕ (x, y) ≥ c+ ε,−1
2
≤ xi − yi ≤ 1

2
, i = 1, n

}
= ∅.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ξopt ∈ Ω è ϕ(ξopt) < c + ε. È ëþáàÿ ïàðà èç Ω äàåò
ε-ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ 2-MaxCMS.
1. Íàéòè ïàðó

(
x′, y′

)
òàêóþ, ÷òî max

(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)
ϕ (x, y) ≤ ϕ

(
x′, y′

)
+ ε è

|x′i − y′i| ≤ 1
2
, ãäå ε = 1

16
.

2. Íàéòè x∗ = arg max
x∈Π(G1)

ψ (x, y′) è y∗ = arg max
y∈Π(G2)

ψ (x∗, y). Çäåñü x∗, y∗

öåëî÷èñëåííû.
Îòâåò àëãîðèòìà�ìíîæåñòâî âåðøèí {v|x∗vy∗v = 1}. Äàëåå âåçäå

(
x′, y′

)
è

(x∗, y∗) áóäóò îáîçíà÷àòü ïàðû íàéäåííûå íà ïåðâîì è âòîðîì øàãàõ àëãîðèòìà
ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ýòàïû àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíû. Èññëåäóåì åãî
ðåøåíèå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ W =
∑
v∈V

wv è ϕ
(
x′, y′

)
= αW . ßñíî, ÷òî 0 ≤ α ≤ 1.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ñïðàâåäëèâî

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ψ (x, y)− ψ (x∗, y∗) ≤

(
1

4
−
(
α− 1

2

)2
)
W + ε,

åñëè α ≥ 1
2
. À òàêæå

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ψ (x, y)− ψ (x∗, y∗) ≤ 1

4
W + ε,
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ïðè 3
8
≤ α ≤ 1

2
. È

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ψ (x, y)− ψ (x∗, y∗) ≤

(
1

4
−
(
α− 3

8

)2
)
W + ε,

åñëè α ≤ 3
8
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó ϕ
(
x′, y′

)
−ψ

(
x′, y′

)
, èñïîëüçóÿ

ôàêò âîãíóòîñòè ôóíêöèè f (x) = x− x2:

ϕ
(
x′, y′

)
− ψ

(
x′, y′

)
=
∑
v∈V

1
2
wv (x′v − x′v

2) + 1
2
wv (y′v − y′v

2) ≤
∑
v∈V

wv
(x′v+y′v)

2

(
1− (x′v+y′v)

2

)
=

=
∑
v∈V

wv

(
1
4
−
(

x′v+y′v−1
2

)2
) ,

Ïðè α ≥ 1
2
:

αW = ϕ
(
x′, y′

)
=
∑
v∈V

−1

2
wv (x′v − y′v)

2
+

1

2
wvy

′
v +

1

2
wvx

′ ≤
∑
v∈V

1

2
wvy

′
v +

1

2
wvx

′

è îòñþäà: ∑
v∈V

wv
(x′v + y′v − 1)

2
≥
(
α− 1

2

)
W.

Òîãäà

ϕ
(
x′, y′

)
− ψ

(
x′, y′

)
≤
∑
v∈V

wv

(
1

4
−
(
x′v + y′v − 1

2

)2
)
≤ 1

4
W − t,

ãäå t = min∑
v∈V

wvtv≥(α− 1
2)W

∑
v∈V

wvt
2
v. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî t =

(
α− 1

2

)2
W . Èòàê, ïîëó-

÷àåì, ÷òî

ϕ
(
x′, y′

)
− ψ

(
x′, y′

)
≤

(
1

4
−
(
α− 1

2

)2
)
W.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ϕ
(
x′, y′

)
≥ max

(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)
ψ (x, y)−ε è ψ (x∗, y∗) ≥ ψ

(
x′, y′

)
,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ψ (x, y)− ψ (x∗, y∗) ≤

(
1

4
−
(
α− 1

2

)2
)
W + ε.

Ïî÷òè àíàëîãè÷íî, ïðè α ≤ 3
8
,

αW = ϕ
(
x′, y′

)
=
∑
v∈V

−1

2
wv (x′v − y′v)

2
+

1

2
wvy

′
v+

1

2
wvx

′ ≥
∑
v∈V

1

2
wvy

′
v +

1

2
wvx

′−1

8
W
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è îòñþäà: ∑
v∈V

wv
(x′v + y′v − 1)

2
≤
(
α− 3

8

)
W.

Òîãäà,

ϕ
(
x′, y′

)
− ψ

(
x′, y′

)
≤ 1

4
W − s,

ãäå s = min∑
v∈V

wvtv≤(α− 3
8)W

∑
v∈V

wvt
2
v =

(
α− 3

8

)2
W . È, íàêîíåö,

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ψ (x, y)−ψ (x∗, y∗) ≤ ϕ
(
x′, y′

)
−ψ

(
x′, y′

)
+ε ≤

(
1

4
−
(
α− 3

8

)2
)
W+ε.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ 3
8
≤ α ≤ 1

2
î÷åâèäíî. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

6.1 Îáñóæäåíèå

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, MaxCMS ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à íà-
õîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ñïåöèàëüíîì îðãðàôå. Ðàñ-
ñìîòðèì åå, íàïðîòèâ, êàê çàäà÷ó ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ. Âñïîì-
íèì, ÷òî MaxCMS èçíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëàñü êàê îáîáùåíèå çàäà÷è ïîèñêà
ìîíîòîííîé ôóíêöèè íàèìåíåå îòêëîíÿþùåéñÿ îò äàííûõ îáó÷àþùåé âûáîð-
êè. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â óäàëåíèè ¾øóìà¿ â
îáó÷àþùåé âûáîðêå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíîãî êëàññèôèêàòîðà. Î÷åâèäíî,
÷òî ýòèì ñàìûì ¾øóìîì¿ è ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå âåðøèí-
íîå ïîêðûòèå.

Ñðàâíèì òåîðåòè÷åñêóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ ñïîñîáíîñòü íàøåãî àëãî-
ðèòìà ñ îñíîâíûì ñòàíäàðòíûì ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì äëÿ âåðøèííîãî
ïîêðûòèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Êàê õîðîøî èçâåñòíî[6], 2-àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëè-
íîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñâåäåíèåì ê
ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Ñâåäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êàæäîé âåðøèíå v(âåñà wv) ãðàôà(îðãðàôà) G = (V,E) ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ïåðåìåííóþ xv è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

xi + xj ≥ 1, (i, j) ∈ E∑
v

wvxv → min

Òîãäà ìíîæåñòâî
{
v|xv ≥ 1

2

}
áóäåò ðåçóëüòèðóþùèì âåðøèííûì ïîêðûòèåì.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ âåðøèííîãî ïîêðû-
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òèÿ â êîíñòàíòîé àïïðîêñèìàöèè ìåíüøåé ÷åì 2 ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé îòêðûòîé
çàäà÷åé.

ßñíî, ÷òî ñëàãàåìîå ε â ïðåäëîæåíèè 8 ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì
è â ïðèâåäåííûõ îöåíêàõ îíî íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè, òàê êàê îöåíèâàåìàÿ
âåëè÷èíà öåëî÷èñëåííà. ×òîá íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ε =

0. Îáîçíà÷èì ϕ
(
x′, y′

)
= αW ≥ W − ∆

def
= max

(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)
ψ (x, y). Çäåñü ∆�âåñ

ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.
ßñíî, ÷òî 2-àïïðîêñèìèðóþùèé àëãîðèòì òåîðåòè÷åñêè íèêàê íå îáîñ-

íîâàí â ñëó÷àå, åñëè ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî èìååò âåñ ìåíü-
øèé ïîëîâèíû ñóììû âñåõ âåñîâ âåðøèí. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

α ≥ α′
def
= MaxCMS

W
≥ 1

2
. Èç ïðåäëîæåíèÿ 8 ïîëó÷èì:

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ψ (x, y)− ψ (x∗, y∗) ≤ α(1− α)W ≤ α′(1− α′)W = α′∆

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì àïïðîêñèìèðóåò ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðû-
òèå ñ êîíñòàíòîé 1 + α′ ≤ 2. Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó MaxCMS êàê çàäà-
÷ó óäàëåíèÿ ¾øóìà¿ èç ïî÷òè ìîíîòîííîé âûáîðêè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ìàëîé çàøóìëåííîñòè, òî åñòü ïðè α′ ≈ 1, àëãîðèòì áóäåò â õóäøåì ñëó÷àå
óäàëÿòü â 2 ðàçà áîëüøå îáúåêòîâ, ÷åì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî, ðàâíîå
∆. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîé îöåíêå àïïðîêñèìàöèè. Îäíàêî,
êàê ïîêàçûâàåò îöåíêà, íàø àëãîðèòì, ïðè ñêîëü óãîäíî ñèëüíî çàøóìëåííûõ
âûáîðêàõ, íàïðèìåð, åñëè øóì ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè,
íå óäàëèò áîëüøå ÷åì ∆ + 1

4
W . Áîëåå òîãî, ïðåäëîæåíèå 8 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

îöåíêó èçëèøíå óäàëåííûõ îáúåêòîâ è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà øóì ñîñòàâëÿåò áîëü-
øóþ ÷àñòü âûáîðêè(α ≤ 3

8
). Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå çàäà÷è MaxCMS íà

2-MaxCMS ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ ëó÷øèìè îöåíêàìè
àïïðîêñèìàöèè ÷åì ó êëàññè÷åñêîãî. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïðèáëèæåí-
íî íàõîäèò ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå äëÿ ëþáîãî îðãðàôà, ìíîæåñòâî
âåðøèí êîòîðîãî ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà 2 ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêà.
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